Senatsverwaltung fur Bildung, Jugend und Wissenschaft bemrm

Abschlussprufung
an der Berufsoberschule im Schuljahr 2015/2016

Fach Mathematik (C)
Nur fur die Lehrkraft

Priifungstag 1. Juni 2016

Priifungszeit 09:00 — 13:00 Uhr

Nicht graphikfahiger Taschenrechner mit geléschtem Programmierteil, kein CAS-

Zugelassene Rechner, Handbuch/Gebrauchsanleitung muss vorliegen, Formelsammlung,

Hilfsmittel Rechtschreib-Worterbuch (siehe Aufgabendeckblatt)

Allgemeine

und spezielle Beachten Sie bitte das Schulerdeckblatt.

Arbeitshinweise

Erwartungs- Die Beschreibungen der erwarteten Leistungen enthalten keine vollstandigen
horizonte Lésungen, sondern nur kurze Angaben. Hier nicht genannte, aber gleichwertige

Lésungswege sind gleichberechtigt.

Die aufgefuhrten Losungswege zeigen immer nur eine Variante auf. FUr andere
Lésungswege oder Losungsansatze, die schllssig dargestellt werden und zu
richtigen Zwischen- oder Endergebnissen flihren, sind die vorgesehenen Be-
wertungseinheiten (BE) entsprechend zu vergeben. Wird jedoch der im Erwar-
tungshorizont dargestellte Lésungsweg vom Prifling verwendet, so sind die BE
in der angegebenen Weise aufzuteilen. Damit die Moglichkeit besteht, den ei-
genen didaktischen Aspekten bei der Bewertung genug Raum zu geben, wer-
den in der Regel die BE nicht kleinschrittig zugeordnet. Die Summe der BE pro
Teilaufgabe ist verbindlich.

Sind Zwischenergebnisse nicht korrekt ermittelt worden und die sich auf diesen
Zwischenergebnissen aufbauenden weiteren Losungswege schlissig und nicht
mit neuen Fehlern versehen, so sind die BE entsprechend zu erteilen (Folge-
fehler). Dieses Vorgehen ist nicht anzuwenden, wenn eine offensichtlich nicht
sinnvolle Lésung unkommentiert bleibt oder der Lé6sungsweg durch den Fehler
erheblich einfacher geworden ist.

Die Verwendung von entsprechenden Operatoren in den Aufgabenstellungen
erfordert vom Priifling schriftliche Erlauterungen seiner Uberlegungen. Bei der
Bewertung dieser Erlauterungen, auf deren Darstellung im Erwartungshorizont
weitgehend verzichtet wird, kann die Lehrkraft ihren padagogischen Spielraum
nutzen und sich an ihrer bisherigen Unterrichtspraxis orientieren. Im Erwar-
tungshorizont wird teilweise auf formale mathematische Vollstandigkeit verzich-
tet, wenn diese vom Schiler in der Regel nicht unbedingt zu erwarten ist.

Aufgabe Nr. Soll
1 34
2 33
3 oder 4 33
Summe: 100
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Aufgabenvorschlag C

Exponentialfunktionen

134

Im Zylinder eines Verbrennungsmotors wird ein Kraftstoff-Luft-Gemisch gezindet. Nach der Zindung
steigt der Druck im Zylinder zunachst stark an und treibt den Kolben nach unten. Dadurch verringert
sich der Druck. Wenn das Auslassventil 6ffnet, sinkt der Druck schlagartig auf null.

Der Verlauf des Druckes im Zylinder kann durch die Funktion f mit f(x)=15x - e *'** beschrieben

werden.
Dabei gibt x den Weg in Millimeter an, um den sich der Kolben nach unten bewegt hat, und f(x) den
Druck in bar. Der Graph der Funktion ist G, .

1.1 Die Starke des Auspuffgerauschs hangt von dem Druck ab, welcher noch vorhanden 12
ist, wenn das Auslassventil gecffnet wird.
Vergleichen Sie diese Dricke fur das Offnen des Ventils nach 40 mm und nach 60 mm
Kolbenweg.
1.2 Berechnen Sie den maximalen Druck, der im Zylinder auftreten kann. 17
[Zur Kontrolle: f'(x) = (—18x +15)-e™%'¥]
1.3 Berechnen Sie die Position x des Kolbens, bei welcher der Druck am starksten 14
zurlckgeht. Geben Sie auch an, wie groR zu diesem Zeitpunkt die Abnahme des
Druckes pro Millimeter ist.
[Hinweis: Auf die Prifung des Ergebnisses mit Hilfe der 3. Ableitung oder des
Vorzeichenwechselkriteriums kann verzichtet werden.]
1.4 Erganzen Sie die Wertetabelle. 15
X 0 10 20 30 40 50 60
f(x) 0 27,2 4,9
Zeichnen Sie unter Verwendung |hrer errechneten Ergebnisse und der Tabellenwerte
G, in das Koordinatensystem auf der folgenden Seite ein.
1.5 Die Flache unter dem Graphen von f kann als Maf3 fur die Energie dienen, welche an 10
den Kolben abgegeben wird.
Zeigen Sie, dass die Funktion F mit F(x) = [—125x —%} -e7%"1%* gine Stammfunktion
von fist.
Berechnen Sie die MalRzahlen der Flachen (ohne Verwendung einer Einheit) fur einen
Kolbenweg von 60 mm und von 50 mm.
Berechnen Sie, um wie viel Prozent sich die abgegebene Energie bei Verwendung des
kirzeren Kolbenweges verringert.
1.6 Durch eine Veranderung der Kraftstoffmenge kann der Druckverlauf beeinflusst werden. /6
Er wird dann durch die Funktion g mit g(x) = ax - e ®'** beschrieben.
Zeigen Sie, dass der Parameter a (a > 0) keinen Einfluss auf die Stelle x hat, an der
das Druckmaximum auftritt.
Bestimmen Sie den Wert fir a, so dass der Maximaldruck 28 bar betragt.
Fortsetzung auf der nachsten Seite >
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Koordinatensystem zu Aufgabe 1.4:

T f(x) in bar
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2

Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung f(x)=
Der Graph der Funktion ist G, .

2.1

2.2

2.3

24

2.5
2.6

2.7

2.8

Gebrochenrationale Funktionen

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f.

2x3 —5x% +4x+2

X2 —2x+1

133

15

Geben Sie die Art der Definitionsliicke an und untersuchen Sie das Verhalten von fan
der Definitionsliicke.

Der Graph G, besitzt nur einen einzigen Schnittpunkt mit der x-Achse.
Zeigen Sie, dass x, ~—0,3379 die Nullstelle der Funktion f ist.

12

Weisen Sie durch eine geeignete Rechnung nach, dass die Gleichung der Funktion f 14

auch geschrieben werden kann als

f(x)=2x-1+

3

(x=1?"
Bestimmen Sie daraus die Gleichung der Asymptoten der Funktion f.

Berechnen Sie, ab welchem x >0 der Abstand zwischen G, und der Asymptote

weniger als -+ betragt.

Bilden Sie die erste Ableitung f’ der Funktion f.

Bestimmen Sie Art und Lage des Extrempunktes von G, .
Verwenden Sie dafir die erste Ableitung in folgender Schreibweise

fi(x)=2—

6
(x=1)°

und ohne weitere Rechnung die zweite Ableitung

F'(x) =

Ergénzen Sie die Wertetabelle.

18
(x=10*

13

14
15

15

-3

-1

0,5

1,5

£(x)

- 6,81

14

13,08

Zeichnen Sie G, mit Hilfe aller berechneten Ergebnisse in das vorbereitete

Koordinatensystem auf der nachsten Seite.

Ermitteln Sie eine Stammfunktion von f.

7

Berechnen Sie A = J.f(x) dx und kennzeichnen Sie die berechnete Flache in lhrer
2

Zeichnung aus 2.7.

15

Fortsetzung auf der nachsten Seite >
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Koordinatensystem zu Aufgabe 2.7:
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3

Analytische Geometrie

Auf einem Gebaude mit Satteldach wird ein Solarpanel angebracht.
(Siehe Abbildung)

Gegeben sind die Koordinaten der Punkte A(2|2|4), B(4|8|4), C(-2|10|8), D(-4|4|8) und F(6]4|9).
Der Erdboden liegt in der x-y-Ebene. (1 LE entspricht 1 m)

H

Abbildung: Haus mit Solarpanel (nicht mafistablich)

133

3.1 Weisen Sie nach, dass das Viereck ABCD ein Rechteck ist. 17
3.2 Das Solarpanel BCEF ist ebenfalls ein Rechteck. 15
Berechnen Sie seinen Flacheninhalt.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes E.
3.3 Stellen Sie die Gleichung der Ebene E; auf, in der das Solarpanel BCEF liegt. /5
Geben Sie diese Gleichung in Parameterform und in Koordinatenform an.
13
[Zur Kontrolle: Ein Normalenvektor der Ebene E; lautet: n, =19 | ]
10
34 Die Ebene E, der Dachflache ABCD kann beschrieben werden durch die Gleichung: 4
2 3
X—|2]||e|-1|=0.
4 5
Berechnen Sie den Winkel «, welchen das Solarpanel E; zur Dachflache E, bildet.
3.5 Fir die Montage des Solarpanels soll eine Schiene angebracht werden, welche in 16
Verlangerung der Kante BC bis zum Erdboden reicht.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes H auf dem Boden und die bendétigte Lange
HB der Schiene.
3.6  Die Stiitze FG ist senkrecht zur Dachflache ABCD angebracht. 16
Berechnen Sie die Koordinaten ihres Befestigungspunktes G und die Lange der Stitze
FG.
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4 Wahrscheinlichkeitsrechnung 133

Der Forderverein einer Schule bietet auf verschiedenen Veranstaltungen T-Shirts mit dem
Schullogo an. Es gibt T-Shirts in den Farben Griin und Orange, jeweils in den

Grollen S, Mund L.

Vor dem Schulfest gab es noch 2739 T-Shirts, davon war ein Drittel griin. Die Inventur ergab,
dass es 278 grine T-Shirts der GréRe S und 390 griine T-Shirts der Grofke M gab.

4.1 Der Forderverein wird gebeten, fir die Tombola auf dem Schulfest ein T-Shirt zu 16
spenden. Die Auswahl des T-Shirts erfolgt zufallig.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fur folgende Ereignisse.
E;:  Unter allen grinen T-Shirts wird ein T-Shirt der GroRe S ausgewahilt.
E..  Unter allen griinen T-Shirts wird ein T-Shirt der Grolie L ausgewahlt.
E;:  Das ausgewahlte T-Shirt ist grun und hat die Grofze M.
[Zur Kontrolle: P(E;)~0,1424]

4.2 Die Wahrscheinlichkeit, unter allen T-Shirts zufallig ein orangenes T-Shirt der Grolie M 14
auszuwahlen, betragt 0,2581.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein aus allen T-Shirts zufallig ausgewahltes
Shirt die GroRe M hat.
Berechnen Sie jetzt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufallig ausgewahltes T-Shirt
der Grole M orange ist.

Im Weiteren sollen mehrere, aber nicht mehr als 15 T-Shirts fiir die Tombola gespendet
werden. Es interessiert nur die Farbe der ausgewahlten T-Shirts. Als Treffer gilt die Wahl eines
orangenen T-Shirts, fur die Trefferwahrscheinlichkeit gilt p=2.

4.3 Begriinden Sie, dass es sich dabei nur naherungsweise um eine Bernoulli-Kette 13
handelt.
4.4 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 10 gespendeten T-Shirts 13

genau 6 orangene sind.

4.5 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 15 gespendeten T-Shirts 14
mindestens 13 orange sind.

4.6 Berechnen Sie, wie viele T-Shirts mindestens gespendet werden missen, damit mit 15
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99,9 % mindestens ein orangenes dabei ist.

Um fir andere Veranstaltungen besser ausgestattet zu sein, wird das Kaufverhalten beim
letzten Schulfest dokumentiert. Dabei ergab sich, dass 216 T-Shirts insgesamt verkauft
wurden, davon 56 in der GréRe L und 117 orange T-Shirts. Grine T-Shirts der Groéf3e L wurden
15 Mal verkauft.

4.7 Stellen Sie diese Situation in einer Vierfeldertafel dar. 14

4.8 Untersuchen Sie, ob der Kauf eines T-Shirts der GroRRe L stochastisch von der Farbe 14
des T-Shirts abhangig ist.
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Erwartungshorizont fiir Aufgabenvorschlag C

Teil-
aufgabe

Beschreibung der erwarteten Schilerleistung

BE/AB

1.1

f(40)=4,94; f(60)=0,67
Der Druckunterschied betragt 4,27 bar.

Bzw. ist bei kurzerem Kolbenweg der Druck mehr als siebenmal so hoch.

1.2

f'(x)=15e%"* +15x.(-012)e *'** = (-18x +15)e *'*

f"(x) =-18e %" + (-18x +15)(-0,12)e *'** = (0,216 x — 3,6)e *'*
notwendige Bedingung:

0=(-18x+15)e™®'® da 0=e ™' muss gelten:

0=-18x+15

X, =833

£"(8,33) ~ 0,66 <0 = H mit £(8,33) = 4598

Der maximale Gasdruck von 45,98 bar wird erreicht, wenn der Kolben
einen Weg von 8,33 mm zuruckgelegt hat.

1.3

Maximaler Rickgang des Druckes ist an der Wendestelle der Funktion
gegeben.

Notwendige Bedingung: f"(x)=0

0=(0,216x —3,6)e *'? , da 0=e *'® muss gelten:

0=0,216x-3,6

X, =16,67

f'(16,67)=-2,03

Der Druck sinkt bei 16,7 mm um 2,03 bar/mm.

1.4

X 0 10 20 30 40 50 60

f(x) 0 45,2 27,2 12,3 4,9 1,9 0,7

f(x) in bar

Erwartungshorizont C Abschlusspriifung Berufsoberschule 2016
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Teil- Beschreibung der erwarteten Schilerleistung BE/AB
aufgabe
(]
1.5 F ist Stammfunktion von f, wenn gilt: F'(x) =f(x)
F'(x)=—-125e"2* 1 (— 125x — —31;5j-(—o,12)e°»1zx
=(-125+15x+125)e %' =15x.e*'® =f(x) 4
50 50
jf(x) dx = H—msx —ﬁj : e-‘““} =1024
3
0 0
60 60
[f(x)dx = K_msx—%j - e‘““} ~1035
3
0 0 4
1035 -1024
Abnahme: —— =0,0106
1035
Die Energie des Kolbens ist bei Verwendung des kirzeren Weges um
1,1 % geringer. 2
1.6 g(x)zax.e—0,12x
g(x)=a e +ax-e ¥ .(-0,12) = (-012x +1)- ae *'**
Ansatz fur Maximum:
0=(-012x+1)-ae®'®* Da 0= ae®'® ergibt sich die gleiche Lésung
x = 8,33 wie bei f(x).
Bestimmung des Wertes von a:
Es muss gelten: g(8,33) =28
28 =3-833.¢70128%
336=a-¢e’
a=913 6
Summen der BE in den Anforderungsbereichen| 7 |21 | 6
Summe der BE 34
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Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB
aufgabe
(]
2.1 x ist eine Definitionslicke, wenn N(x)=0 gilt.
x> —2x+1=(x=1F =0
x-1=0
x=1
D = R\{{1}
Z(1)=3=0
xp =1 ist eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel, da x, =1 eine doppelte
Lésung von N(x)=0 ist. 5
2.2 x,, ist eine Nullstelle < f(x,)=0 < Z(x,)=0
Z(-0,3379) = —0,00036 ~ 0 und —0,3379 €ID 2
2.3 z. B. mittels Polynomdivision
(2x3 -5x? +4x+2): (x2 —2x+1)= 2x—1 mit Rest 3
3 Ey2
f(x)=2x 25x +4X+2=2x—1+2;=2x—1+ 3 i 3
x? —2x+1 x? —2x+1 (x—1)
Die Gleichung der Asymptote entspricht dem ganzen Anteil: a(x)=2x -1 1
2.4
2x—1+iz—(2x—1)<i
(x—1) 10
3 1
(x—1¢ 10
(x—1f > 30
x>1+/30 ~6,48 3
2.5 Fx) = (6x2 —10x + 4)- (x2 —2x+ 1)— (2x3 —5x% +4x+ 2)- (2x-2)
(x2 —2x+1
_2x*-8x* +12x* - 14x+8
(x2 —2X+ 1)2
alternative Angaben:
, 2x* —8x> +12x*> -14x +8
f'(x) = )
(x=1)
3 2 _
Fi(x) = 2x° —6x +36x 8
(x—1)
f(x)=2- 6 3
(X - 1) 4
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Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB

aufgabe
g [ T

26 Xg ist Extremstelle, wenn f'(xz)=0 und f"(xz)=0 gilt

6
— =0 <
(xg =1
(xE—1)3:3

Xz =1+3/3 ~ 2442

Fxe)=2-

18

f"(2442)=———  ~416>0
(2:442) (2,442 1)
f(2,442) ~ 5327 T(2442|5327) 5
2.7
X -3 -1 0 0,5 1,5 2 3 7

fix) | -6,81 | —2,25 | 2,00 | 12,00 | 14,00 | 6,00 | 5,75 | 13,08 2

2.8 Eine Stammfunktion von fist:
F(x)=x*-x-3(x-1)"
Damit ergibt sich:

7
A= |f(x)dx
]

=[x2 —x—3(x—1)_1];

=415 - (-1)

=425FE
Kennzeichnung in der Skizze 5

Summe (Aufgabe 2) 10(18| 5

Mogliche BE 33
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Teil- Beschreibung der erwarteten Schulerleistung BE/AB
aufgabe
(|
3.1 Es ist AB =DC, also sind gegenuberliegende Seiten des Vierecks parallel
und gleich lang. Das Viereck ist ein Parallelogramm. 5
Nachweis eines rechten Winkels:
-6
BC=| 2 | ABeBC=-18+18=0«< £=90°
4
Parallelogramm mit einem rechten Winkel entspricht einem Rechteck. 2
3.2 2 —6
BF =|-4|; |BF|=45 BC=| 2 |; |BC|=/56
5 4
Fldche A =|BF|-|BC| =45 - /66 = 50,2
Der Flacheninhalt des Solarpanels betragt 50,2 m2.
Punkt G:
-2 2 0
OE=0C+CE =10 |+| -4 |=| 6 |; F(0[6]13).
8 5 13 5
3.3 4 -6 2
E,: x=|8|+r] 2 |+s/-4
4 4 5
Normalenvektor:
-6 2 26
ny=| 2 |x|—-4|=|38 |, somitgilt: E,: 26x+38y +20z=d
4 5 20
Einsetzen der Koordinaten von E liefert: d =488 .
E,: 26x+38y + 20z =488
5
3.4 13 3
n =19 n,=|-1
10 5
nen, 70
COSQ = ———= =
M : \nz J35-630
a =arccos0,4714 =6187° 4

Erwartungshorizont C
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Teil- Erwartete Teilleistung BE in AB
aufgabe
(]
3.5 4 -3
Gerade BC: x=|8 |+t 1 : Ebene des Erdbodens: z=0.
4 2
X 4 -3
Einsetzen: |y |=|8 |+t 1 |ergibt ¢t =—2 und damit
0 4 2
x=4+6=10
y=8-2=6
z=0
H(10]6]0)
6
‘HB‘ = —2| =56 ~748
-4
Die bendtigte Schiene muss eine Lange von 7,48 m haben. 6
3.6 6 3
Aufstellen der Geradengleichung fir FG: X=|4|+u -1
9 5
Schnitt mit der Dachflache E;: 3x—y +5z=24
Einsetzen der Koordinaten der Geradengleichung in die Ebene:
3(6+3u)—-(4-u)+5(9+5u)=24
35u =-35
u=-1
6 3 3
xXs=|4|-1-1|=|5]; G(3|5]4)
9 5 4
‘F_é‘ _ /35 ~592
Eine Stutze von 5,92 m Lange muss im Punkt G(3| 5| 4) befestigt werden. 6
Summen der BE in den Anforderungsbereichen| 5 |22 | 6
Summe der BE 33
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Teil- Beschreibung der erwarteten Schilerleistung BE/AB
aufgabe
(|
4.1 _ Anzahlder giinstigen Ergebnisse
Anzahlder moglichen Ergebnisse
Anzahl der grinen T-Shirts: 1.2739 =913
P(E,) =278 L 03045
913
P(E,) - 913-278 -390 ~ 02683
913
P(E;) = 390 ~0,1424
2739 6
4.2 P(M)=0,1424 + 0,2581=0,4005
PMnNO
Ru(0) =00
P(M)
_0,2581
0,4005
~ 0,6444 4
4.3 Bernoulli-Kette liegt vor, wenn:
e Es nur zwei mogliche Versuchsausgange (Treffer/Niete) gibt.
¢ Die Trefferwahrscheinlichkeit konstant bleibt.
Der erste Teil trifft hier zu, die Wahl eines orangenen T-Shirts ist der
Treffer, die Wahl eines griinen T-Shirts ist die Niete. Die
Trefferwahrscheinlichkeit hingegen bleibt nur naherungsweise konstant, da
die Shirts nicht wieder ,zurtickgelegt‘ werden. Wegen der grolien
Gesamtzahl (2739 Stlick) und der kleinen Stichprobe (maximal 15 Stlick)
ist die Naherung aber gut. 3
4.4 n=10 p=
PO -0)-(: > -6
3
45 |n=15 p=1
P(X, £2)=P(X, =0)+P(X, =1)
~0,0023 +0,0171
=0,0194 4
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Teil- Beschreibung der erwarteten Schilerleistung BE/AB
aufgabe
|
4.6 E: Es wird mindestens ein orangenes T-Shirt gespendet.
P(E)=P(X >1)=1-P(X =0)>0,999
P(X =0)<0,001
(1) <0001
n-In1<In0,001
n> In0,001 ~63
In
Man muss mindestens 7 T-Shirts spenden, damit mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 99,9 % mindestens einmal ein
orangenes T-Shirt gespendet worden ist. 5
4.7 L ... Das verkaufte T-Shirt hat die GroRie L.
O ... Das verkaufte T-Shirt ist orange.
L L 2
(0] 41 76 117
0 15 84 929
2. 56 160 216 4
4.8 Die Ereignisse A und B sind stochastisch abhangig, wenn gilt:
P(B) # P,(B).
P(O) =1 ~ 05417
P,(O) =42 ~0,7321
Da beide Wahrscheinlichkeiten nicht gleich sind, ist der Kauf eines
T-Shirts in der GrofRe L stochastisch abhangig von der Farbe des Shirts. 4
Summen der BE in den Anforderungsbereichen|{ 10|18 | 5
Summe der BE 33
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